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ТЕОРЕТИчнЕ ДОСЛІДжЕннЯ 
СТІйКОСТІ РУХУ КОМБІнОВАнОГО 
МАшИннО-ТРАКТОРнОГО 
АГРЕГАТУ
Мета. підвищення ефективності 
функціонування удобрювально-посівного 
агрегату у поздовжньо-горизонтальній 
площині шляхом обґрунтування його схеми 
та конструктивно-технологічних параметрів. 
Методи. Використано основні положення 
теоретичної механіки, статистичної динаміки, 
теорії автоматичного регулювання лінійних 
динамічних систем і теорії трактора, 
складення програм і розрахунків на пК. 
Результати. Розроблено нові математичні 
моделі функціонування удобрювально-
посівного машинно-тракторного агрегату 
у поздовжньо-горизонтальній площині, 
застосування яких дає змогу обґрунтувати 
його конструктивні та кінематичні параметри. 
Висновки. Для забезпечення кращої 
керованості руху удобрювально-посівного 
агрегату перевагу слід віддавати більшим 
значенням відстані від точок причепу тукової 
і зернової сівалок до центрів їх мас та 
довжини сниці тукової і зернової сівалок. 
при цьому межею збільшення довжини сниці 
тукової сівалки є таке його значення, яке 
зумовлюватиме безаварійну повороткість 
комбінованого агрегату.
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актуальність питання. Проблема підви-
щення ефективності використання основ-
ної норми мінеральних добрив під час 
сівби зернових та інших сільськогосподар-
ських культур була і залишається однією 
з найбільш актуальних [1]. Дослідженнями 
установлено, що внесення мінеральних 
добрив одночасно з сівбою зернових та ін-
ших сільськогосподарських культур, коли 
стартові норми добрив вносяться на рівні 
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ложа для насіння, а основна норма добрив 
вноситься нижче рівня загортання насін-
ня зі зміщенням у горизонтальній площині 
і дає можливість досягти економії добрив 
на 30 – 45% [1, 2]. 
Отже, суміщення операції сівби зерно-
вих та інших сільськогосподарських культур 
з основним удобренням ґрунту є ресурсо-
ощадним заходом. У зв’язку з цим виникає 
необхідність розробки та дослідження та-
кого комбінованого машинно-тракторного 
агрегату, який би давав можливість висіва-
ти і одночасно вносити мінеральні добрива 
відразу стартовими і основними дозами. 
Причому, його конструктивно-технологічне 
виконання має забезпечувати підвищен-
ня техніко-економічних показників роботи. 
Практичне розв’язання саме такого завдан-
ня і зумовлює актуальність цієї роботи.
аналіз останніх досліджень та публі­
кацій. Важливі науково-практичні завдання 
сівби та удобрення зернових культур мож-
на розв’язати розробкою та застосуванням 
комбінованих машинно-тракторних агрегатів, 
побудованих за модульним принципом і які 
дають істотні переваги щодо їх використання 
у виробничих умовах [3 – 7]. Визначальний 
вклад в теорію та практику цього питання 
внесли П.М. Василенко, Л.В. Погорілий, 
В.В. Адамчук, В.М. Булгаков, В.Г. Євтенко, 
В.і. Кравчук, В.і. Недовєсов, А.Т. Лебедєв, 
В.Ф. Пащенко, В.Б. Самородов, В.Т. Надик-
то, В.М. Кюрчев, В.П. Кувачов, J. Wong, 
J. Tullberg, R. Williford та ін. вчені.
Розроблені ними теоретичні залежності 
і одержані практичні результати не можна 
використати для обґрунтування конструктив-
но-технологічних параметрів комбінованого 
удобрювально-посівного машинно-трактор-
ного агрегату. По-перше тому, що таке його 
конструктивне виконання не розглядалося 
у дослідженнях та не мало місця в експлу-
атації техніки. По-друге, аналізована вче-
ними динаміка плоско-паралельного руху 
причіпних, навісних і самохідних машин-
но-тракторних агрегатів не враховує специ-
фіки агрегатування задньопричіпних машин 
і знарядь, а тому не може бути використана 
для вирішення цієї проблеми. В результа-
ті це не дає можливості досягти істотного 
підвищення техніко-економічних показників 
роботи удобрювально-посівного агрегату. 
Але при цьому наголошується [7], що ос-
новним видом руху сільськогосподарських 
машин є їх плоско-паралельний рух, оскільки 
саме цей вид руху визначає агротехнічні та 
експлуатаційно-технічні показники, а також 
продуктивність роботи. Пошуки науково об-
ґрунтованого рішення, направленого на усу-
нення вказаних недоліків, і склали основу 
цього дослідження.
Мета досліджень — підвищення ефек-
тивності функціонування удобрювально-по-
сівного агрегату у поздовжньо-горизонталь-
ній площині шляхом обґрунтування його 
схеми та конструктивно-технологічних па-
раметрів.
Методика досліджень. В основу теоре-
тичних досліджень покладено основні прин-
ципи теоретичної механіки, теорії трактора, 
статистичної динаміки і теорії автоматично-
го регулювання лінійних динамічних систем 
при відтворенні ними статистично випадко-
вих збурювальних вхідних впливів. В основу 
аналізу оцінки впливу схеми і параметрів 
удобрювально-посівного агрегату на дина-
міку його руху у поздовжньо-горизонтальній 
площині покладено амплітудні й фазові час-
тотні характеристики зі складанням програм 
числових розрахунків на ПК.
Результати досліджень. Для розв’язан-
ня поставлених завдань розроблено схему 
комбінованого машинно-тракторного агрега-
ту для внутрішньоґрунтового комплексного 
мінерального удобрення ґрунту з одночас-
ною сівбою різних зернових культур (рис. 1).
Еквівалентна схема (рис. 1) удобрюваль-
но-посівного машинно-тракторного агрегату, 
як динамічної системи, має шість ступенів 
вільності, тому і диференціальні рівняння 
руху динамічної системи опишемо 6-ма не-
залежними узагальненими координатами: 
x1, y1, b1, b2, b3, b4, де x1, y1 — координати 
центра мас агрегатованого трактора; b1, b2, 
b3, b4 — відповідно кути, утворені поздовж-
німи осями ланок механічної системи з віс-
сю Ox; mi(i = 1,4) — маси ланок механічної 
системи; Ci(xi,  yi ) — центр мас i-ї ланки сис-
теми, (i = 1,4); ai — відстані від центра мас 
ланки до її переднього шарніра; li— відстані 
між двома сусідніми осями шарнірів.
Установити взаємозалежність конструк-
тивно-технологічних параметрів комбіно-
ваного удобрювально-посівного агрегату 
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зі стійкістю його руху можна, використовую-
чи вихідні рівняння у формі Лагранжа 2-го 
роду такого виду:
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s
s s
d T T
Q (s 1,6)
dt q q
, (1)
де T — кінетична енергія механічної системи; 
qs — узагальнена координата; s — номер уза-
гальненої координати; Qs — узагальнена сила, 
що відповідає узагальненій координаті qs.
Після визначення кінетичної енергії, її 
частинних похідних за відповідними уза-
гальненими координатами та узагальнених 
сил для кожної ланки маємо систему дифе-
ренціальних рівнянь, яка описує рух комбі-
нованого удобрювально-посівного агрегату 
у горизонтальній площині:
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Рис. 1. Еквівалентна схема комбінованого удобрювально-посівного машинно-трак-
торного агрегату: 1 — трактор; 2 — удобрювальний агрегат; 3 — причіпний пристрій; 
4 — посівний агрегат
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Рівняння (2) цієї системи описує рух 
агрегатованого колісного трактора вздовж 
осі Ox; рівняння (3) — рух агрегатованого 
трактора вздовж осі Oy; рівняння (4) — по-
ворот трактора навколо його центра мас; 
рівняння (5) описує поворот першого удоб-
рювального агрегату; рівняння (6) — зчіпки; 
рівняння (7) — посівного агрегату.
При малих кутах b1, b2, b3, b4 малими бу-
дуть також і швидкості b1, b2, b3, b4 та досить 
малими — добутки 21 1β ⋅β , 
2
2       2β ⋅β , 23 3β ⋅β , 
2
4 4β ⋅β . 
Тому членами рівнянь (3 – 7), що містять за-
значені добутки, а також масою третьої лан-
ки удобрювально-посівного агрегату через 
відносно мале значення можна знехтувати.
Внаслідок лінеаризації отриманої систе-
ми диференціальних рівнянь плоско-пара-
лельного руху комбінованого удобрюваль-
но-посівного машинно-тракторного агрегату 
˙ ˙ ˙˙
його розрахункова математична модель ма-
тиме такий вигляд:
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де dp
dt
=  — оператор комплексної перемін-
ної; Kij — коефіцієнти, що відображають кон-
структивно-технологічні та інші параметри 
кожної і-ї ланки цієї динамічної системи. 
Аналіз керованості руху досліджуваного 
комбінованого машинно-тракторного агре-
гату здійснимо за загальновідомою мето-
дикою теорії автоматичного регулювання 
динамічних систем [8] шляхом побудови 
відповідних амплітудно-частотних харак-
теристик (АЧХ) і фазово-частотних харак-
теристик (ФЧХ) за відпрацювання удоб-
рювально-посівним агрегатом керуючого 
впливу, яким є кут повороту передніх коліс 
α агрегатованого трактора. Перші із них 
характеризують ступінь підсилення дина-
мічною системою вхідного сигналу, а дру-
гі — величину запізнення її реакції на цей 
сигнал.
У процесі теоретичних досліджень роз-
глядали такі параметри удобрювально-по-
сівного агрегату: коефіцієнт опору коченню f 
ходової системи агрегатованого тракто-
ра, а також тукової та зернової сівалок; 
a2, a4 — відстані від точок причепа туко-
вої і зернової сівалок до центрів їх мас; 
l2, l4 — довжини сниць тукової та зернової 
сівалок.
Аналіз динамічної системи показав, що 
запізнення її реакції на керуючий вплив є 
постійним і рівним — 180о або 3,14 рад. 
Такий перебіг фази відпрацювання керую-
чого впливу властивий консервативним ди-
намічним системам з практично відсутніми 
дисипативними процесами.
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Аналіз одержаних амплітудно-частотних 
характеристик показав, що за однієї і тієї ж 
частоти коливань керуючого впливу коефі-
цієнт його підсилення динамічною систе-
мою тим більший, чим більшим є коефіцієнт 
опору коченню f (рис. 2).
Залежно від агротехнічного фону, час-
тота коливань керуючого впливу має змі-
нюватися в межах 0,210 – 0,295 с – 1, за якої 
дійсна амплітудно-частотна характеристика 
відповідає ідеальній.
Аналіз результатів математичного моде-
лювання показує, що збільшення параме-
тра a2 з 1,15 до 3,15 м на частотах коливань 
керуючого впливу w<0,24 с – 1 є бажаним, 
а на частотах w≥0,3 с – 1 — параметр а2 не-
бажано зменшує дійсні амплітудно-частотні 
характеристики (рис. 3).
Так, за w=0,2 с – 1 при a2 =3,15 м амплітуд-
но-частотна характеристика відпрацювання 
динамічною системою керуючого впливу 
становить 1,58 (крива 1, рис. 3). це означає, 
що курсовий кут b1 агрегатованого трактора 
цього комбінованого удобрювально-посів-
ного машинно-тракторного агрегату (див. 
рис. 1) по відношенню до кута повороту α 
його керованих коліс змінюватиметься з під-
силенням у 1,58 раза. Отже, зі зменшенням 
параметра a2  до 1,15 м вказане небажане 
перерегулювання буде більшим, ніж удвічі, 
оскільки амплітудно-частотна характерис-
тика досліджуваної системи при цьому опу-
ститься до позначки 1,23 (крива 3, рис. 3). 
За установлення частоти коливань пово-
роту керованих коліс енергетичного засобу 
на рівні w = 0,3 с – 1 амплітудно-частотна ха-
рактеристика відпрацювання удобрюваль-
но-посівним агрегатом керуючого впливу 
при a2 = 1,15 м взагалі є ідеальною, тобто 
дорівнює 1 (крива 1, рис. 3). Збільшення 
розглядуваного конструктивного параметра 
a2 до 3,15 м на цій самій частоті w зменшує 
амплітудно-частотну характеристику до по-
значки 0,7 (крива 3, рис. 3). У цьому випад-
ку динамічна система відтворює керуючий 
вплив із недорегулюванням на 30%, що є 
фактом небажаним.
і лише в діапазоні частот коливань кута 
α повороту керованих коліс трактора w від 
0,24 с – 1 до 0,30 с – 1 (див. рис. 3) можна піді-
брати таке значення конструктивного пара-
метра a2 , яке сприятиме практично ідеальній 
керованості руху даного комбінованого удо-
брювально-посівного машинно-тракторного 
агрегату.
Такий висновок можна зробити і стосов-
но вибору конструктивного параметра l2. 
Відміна лише в тому, що частотний діапа-
зон коливань керуючого впливу, у якому 
дійсні амплітудно-частотні характеристики 
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Рис. 2. Амплітудно-частотні характеристики 
відтворення динамічною системою керую-
чого впливу за різним значенням коефі-
цієнта опору коченню: 1 — 0,10; 2 — 0,12; 
3 — 0,14; 4 — 0,16; 5 — бажана (ідеальна) 
амплітудно-частотна характеристика
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Рис. 3. Амплітудно-частотні характери-
стики відтворення динамічною системою 
керуючого впливу за різним значенням 
конструктивного параметра a2: 1 — 1,15 м; 
2 — 2,15 м; 3 — 3,15 м; 4 — бажана (ідеаль-
на) амплітудно-частотна характеристика
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на поворотній смузі. У підсумку це означає, 
що межею збільшення параметра l2 є таке 
його значення, яке зумовлюватиме безава-
рійну повороткість комбінованого агрегату. 
Аналіз результатів моделювання керо-
ваного руху комбінованого удобрюваль-
но-посівного агрегату в горизонтальній 
площині показує, що вплив на цей процес 
конструктивних параметрів a4  і l4 (рис. 1), 
як і параметрів a2 і l2, якісно і кількісно є 
аналогічним.
розглядуваної динамічної системи (тоб-
то розглядуваного комбінованого машин-
но-тракторного агрегату) відповідають іде-
альним, є дещо вужчим 0,23 – 0,26 с – 1.
Якщо збільшення конструктивного пара-
метра a2  зумовлює однозначну зміну відпо-
відних амплітудно-частотних характеристик 
динамічної системи, то така ж зміна параме-
тра l2  — ні. За частоти w=0,2 с – 1, наприклад, 
амплітудно-частотна характеристика f (a2 ) 
є від’ємнокорельованою і майже лінійною 
(крива 1, рис. 4). 
Водночас, функція f(l2) амплітудно-час-
тотної характеристики на частоті w=0,2 с – 1 є 
криволінійною і певною мірою наближеною 
до параболічної (крива 2, рис. 4). Такий 
характер залежності амплітудно-частотної 
характеристики від параметра l2 зберіга-
ється за збільшення частоти коливань кута 
повороту керованих коліс трактора.
Характер зміни кривої 2 (рис. 4) вказує 
на те, що при виборі параметра l2 перевагу 
слід віддавати його більшим значенням. 
У цьому випадку значення дійсної амплі-
тудно-частотної характеристики динамічної 
системи є більш близьким до 1.
Водночас, збільшення параметра l2 зу-
мовлює поворот зернової сівалки 4 віднос-
но тукової сівалки 2 (рис. 1) без їх зіткнення 
під час руху комбінованого удобрюваль-
но-посівного машинно-тракторного агрегату 
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Рис. 4. Амплітудно-частотні характеристики 
відтворення динамічною системою керую-
чого впливу частоти 0,2 с – 1 за різного зна-
чення конструктивних параметрів a2 (1) і l2 (2)
Установлено, що динамічна система ком-
бінованого удобрювально-посівного агрега-
ту є консервативною з практично відсут-
німи дисипативними процесами. З позиції 
стійкого руху розроблена математична мо-
дель його функціонування у поздовжньо-го-
ризонтальній площині дає змогу обґрунтува-
ти конструктивні і кінематичні параметри.
Залежно від поверхні оброблюваного 
поля відпрацювання динамічною систе-
мою комбінованого удобрювально-посів-
ного агрегату коливань кута повороту 
керованих коліс агрегатованого трактора 
здійснюється бажано без підсилення в час-
тотному діапазоні 0,210 – 0,295 с – 1. При 
цьому більші його значення характерні 
для роботи агрегату на більш розпушено-
му ґрунті, а менші — на більш твердому.
На частотах коливань кута повороту 
керованих коліс агрегатованого трактора 
менших за 0,24 с – 1 бажано збільшення від-
стані від точок причепа тукової і зернової 
сівалок до центрів їх мас з 1,15 до 3,15 м, 
а на частотах більших за 0,3 с – 1 небажа-
но, оскільки динамічна система відтворює 
керуючий вплив із недорегулюванням.
Такий висновок можна зробити і стосов-
но вибору довжини сниці тукової і зернової 
сівалок. Відміна полягає у тому, що бажа-
ний частотний діапазон коливань кута 
повороту керованих коліс агрегатованого 
трактора є дещо вужчим 0,23 – 0,26 с – 1. 
При цьому межею збільшення довжини сни-
ці тукової сівалки є таке його значення, 
яке зумовлюватиме безаварійну поворот-
кість комбінованого агрегату.
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